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概要
教師と生徒の重みが超球上に制約された場合のパーセプトロンのレプリカ計算のメモ. 主に,

[Engel and Van den Broeck, 2001]の計算を field computationの方法に修正したものである.

1 設定
まずは,データの性質,学習アルゴリズムや汎化誤差についてまとめる.

1.1 データの性質
この問題では,一次元出力からなる分類問題について考える.

D = {(x𝜇, 𝑦𝜇)}𝑀𝜇=1, x𝜇 ∈ R𝑁 , 𝑦𝜇 ∈ {−1, +1}.

さらに,この問題では,具体的に x𝜇, 𝑦𝜇 の生成ルールを次のように定める:

x𝜇 ∈ R𝑁 , x𝜇 ∼ N(0𝑁 , I𝑁 ),

𝑦𝜇 = sign

(
1
√
𝑁
w⊤

0 x
𝜇

)
, w0 ∼ 𝛿(∥w0∥2 − 𝑁)

ここで, w0 を教師ベクトルと呼ぶことにする.

1.2 学習手法
分類問題を解くための学習モデルとして,データの生成過程と同じモデルを仮定する.

𝑦 = sign

(
1
√
𝑁
w⊤x

)
,

ここで,教師ベクトルw0 に対して, wを生徒ベクトルと呼ぶことにする. 目的関数は,ラベル 𝑦 と予測 𝑦 の符号が
異なる時のみ 1となる以下の関数を用いる*1:

L(w;D) =
𝑃∑

𝜇=1

Θ

(
−
w⊤

0 x
𝜇

√
𝑁

w⊤x𝜇

√
𝑁

)
(1)

この目的関数の最適化アルゴリズムとしては, Hebb則や Perceptron則が有名である.

∗ 東京大学大学院総合文化研究科広域科学専攻相関基礎科学系福島研究室
*1 線形特徴量w⊤

0x, w⊤
0xの関数であれば,後のレプリカ計算の一部分が変わるだけで,同じような手順で解析することができる.
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1.3 汎化誤差
汎化誤差は,次のように定める:

𝜖𝑔 = Ex,w0

[
Θ

(
−
w⊤

0 x√
𝑁

ŵ⊤x
√
𝑁

)]
, (2)

ここで,教師ベクトルにも生徒ベクトルと同様の規格化を行い

ŵ = argmin
w:∥w ∥2=𝑁

L(w;D),

とする. 𝑁 → ∞の場合, 𝑢0 = w⊤
0 x/

√
𝑁 , 𝑢 = w⊤x/

√
𝑁 は中心極限定理より次のように表せることに着目する:

P[𝑢0, 𝑢] =
1

2𝜋
√
1 − 𝑚2

𝑒
− 𝑢2

0+𝑢2−2𝑚𝑢0𝑢

2(1−𝑚2 ) , 𝑚 =
1

𝑁
w⊤

0w.

ゆえに,汎化誤差は 𝑚 を用いて

𝜖𝑔 = Ex,w0

[
Θ

(
−
w⊤

0 x√
𝑁

ŵ⊤x
√
𝑁

)]
=

∫
P[𝑢0, 𝑢]𝑑𝑢0𝑑𝑢Θ(−𝑢0𝑢)

=
1

𝜋
arccos(𝑚)

と表せる. この式の意味は, [西森, 2016]が詳しい.

1.4 Gardner体積
やや天下り的だが,次の量を考えると便利である.

𝑉 (D) =
∫

𝑑w𝛿(∥w∥2 − 𝑁)𝑒−𝛽L(D)

ここで, 最適化の制約条件は, 𝛿(∥w∥2 − 𝑁) を用いて表した. この量は, Gardner体積と呼ばれ, 特に 𝛽 → ∞では,
ラベルと矛盾のないような予測を与えるパラメータ w の集合の体積である. 以降,自己平均性により,

P

[
1

𝑁
log𝑉 (D) − 1

𝑁
ED [log𝑉 (D)]

]
→ 0, (𝑁 → ∞)

となることを期待し, ED [log𝑉 (D)] を評価する. また,以下の恒等式を用いる.

1

𝑁
ED [log𝑉 (D)] = 1

𝑁
lim
𝑛→0

𝜕

𝜕𝑛
logED [𝑉𝑛 (D)] (3)

さらに, Gardner体積を計算するために, 𝑁, 𝑀 → ∞, 𝑀/𝑁 → 𝛼, 𝛼 ∈ (0,∞) の大自由度極限下 (熱力学極限下)で,
ED [𝑉𝑛 (D)] を評価する.

2 レプリカ計算
次の量を具体的に計算していく.

ED [𝑉𝑛 (D)] =
𝑁∏
𝑎=1

∫
𝑑w𝑎𝛿(∥w𝑎∥2 − 𝑁)

𝑀∏
𝜇=1

Ex𝜇 ,w0

[
𝑒
−𝛽Θ

(
−w⊤

0x𝜇
√
𝑁

w⊤
𝑎x𝜇
√
𝑁

) ]
(4)
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さらに,特徴量 x𝜇 が,独立なガウス分布であることを考慮すると次の等式が得られる.

𝑀∏
𝜇=1

Ex𝜇 ,w0

[
𝑒
−𝛽Θ

(
w⊤

0x𝜇
√
𝑁

w⊤
𝑎x𝜇
√
𝑁

) ]
=

(
Ex,w0

[
𝑒
−𝛽Θ

(
−w⊤

0x𝜇
√
𝑁

w⊤
𝑎x𝜇
√
𝑁

) ])𝑀
=

(∫
𝑑uN(u|0𝑛+1,Σ𝑛+1×𝑛+1)𝑒−𝛽Θ(𝑢0𝑢𝑎)

)𝑀
ここで, u = (w⊤

𝑎x/
√
𝑁)𝑛𝑎=0 ∈ R𝑛+1 と定義し, Σ𝑛+1×𝑛+1 を次のように定義した;

Σ𝑛+1×𝑛+1 =

(
𝜌 m⊤

m Q

)
, 𝜌 ≡ ∥w0∥2

𝑁
= 1, m ≡

(
w⊤

0w𝑎

𝑁

)
∈ R𝑛, Q ≡

(
w⊤

𝑎w𝑏

𝑁

)
∈ R𝑛×𝑛.

この結果を用いると,次のように整理することができる.

ED [𝑉𝑛 (D)] =
∫

𝑑Σ

(∫
𝑑uN(u|0𝑛+1,Σ𝑛+1×𝑛+1)𝑒−𝛽Θ(𝑢0𝑢𝑎)

)𝑀 ∏
𝑎

𝑑w𝑎

∏
𝑎,𝑏=0

𝛿(𝑁Σ𝑎𝑏 −w⊤
𝑎w𝑏) (5)

ここで, 𝑑Σは, 𝑑Σ ≡ 𝑑𝜌
∏

𝑎=1 𝑑𝑚𝑎
∏

𝑎≠𝑏 𝑑𝑄𝑎𝑏 と定義した. 以降,解析の説明をしやすくするために,

T (Σ) = 1

𝑁
log

(∫
𝑑uN(u|0𝑛+1,Σ𝑛+1×𝑛+1)𝑒−𝛽Θ(𝑢0𝑢𝑎)

)𝑀
S(Σ) = 1

𝑁
log

∫ ∏
𝑎

𝑑w𝑎

∏
𝑎,𝑏=0

𝛿(𝑁Σ𝑎𝑏 −w⊤
𝑎w𝑏)

を導入し, T (Σ),S(Σ) をそれぞれエネルギー項,エントロピー項と呼ぶことにする*2. この二つにより形式的に,

ED [𝑉𝑛 (D)] =
∫

𝑑Σ𝑒𝑁 (T (Σ)+S(Σ)) (6)

と表せる. ここからは,エントロピー項,エネルギー項をそれぞれ計算していく.

2.1 エントロピー項の計算
まず,以下のエントロピー項を評価する.

S(𝚺) = 1

𝑁
ln

∫ 𝑛∏
𝑎=0

𝑑w𝑎

∏
𝑎,𝑏=0

𝛿(𝑁Σ𝑎𝑏 −w⊤
𝑎w𝑏). (7)

まず logの中身を delta関数のフーリエ変換表示

𝑁𝛿(𝑁𝑞𝑎𝑏 −w⊤
𝑎w𝑏) =

𝑁

4𝜋

∫ +∞𝑖

−∞𝑖
𝑑𝑞𝑎𝑏𝑒

− 𝑞𝑎𝑏
2

(𝑁𝑞𝑎𝑏−w⊤
𝑎w𝑏) (8)

𝑁𝛿(𝑁𝑚𝑎 −w⊤
𝑎w0) =

𝑁

2𝜋

∫ +∞𝑖

−∞𝑖
𝑑𝑚̃𝑎𝑒

𝑚̃𝑎 (𝑁𝑚𝑎−w𝑎w0) (9)

𝑁𝛿(𝑁 − ∥w𝑎∥2) =
𝑁

4𝜋

∫ +∞𝑖

−∞𝑖
𝑑𝑄𝑎𝑒

𝑄̃𝑎
2

(𝑁−∥w𝑎 ∥2) (10)

*2 この項をエネルギー項,エントロピー項と呼ぶことは慣習であり,特に深い意味はないはず. ただ,エネルギー項とエントロピー項で解析
指針が異なるので別々に解析すると解析しやすいのは確かである.
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を用いて,エントロピー項は次のように整理する;

𝑆(Σ) ≍ 1

𝑁
log

∫ ∏
𝑎≠𝑏

𝑑𝑞𝑎𝑏
∏
𝑎=1

𝑑𝑚̃𝑎

∏
𝑎=1

𝑑𝑄𝑎𝑒
𝑁 (− 1

2

∑
𝑎≠𝑏 𝑞𝑎𝑏𝑞𝑎𝑏+ 1

2

∑
𝑎=1 𝑄̃𝑎−

∑
𝑎=1 𝑚̃𝑎𝑚𝑎)

×
∫ 𝑛∏

𝑎=1

𝑑w𝑎

∫
𝛿(𝑁 − ∥w0∥2)𝑑w0𝑒

∑
𝑎≠𝑏

𝑞𝑎𝑏
2

w⊤
𝑎w𝑏+

∑
𝑎=1 𝑚̃𝑎w

⊤
𝑎w0− 1

2

∑
𝑎=1 𝑄̃𝑎 ∥w𝑎 ∥2 (11)

ここで,熱力学極限では,指数関数の肩が 𝑒O(𝑛𝑁 ) の項だけが効いてくるため, ≍を, “そのオーダのみ注目すると等
しい”という意味で定義した*3. ここで,次のレプリカ対称性を仮定する;

𝑞𝑎𝑏 = 𝑞, 𝑚̃𝑎 = 𝑚̃, 𝑄𝑎 = 𝑄, 𝑞𝑎𝑏 = 𝑞, 𝑚𝑎 = 𝑚.

この仮定から次のように表せる;

𝑆(𝑞, 𝑚) ≍ 1

𝑁
log

∫
𝑑𝑞𝑑𝑚̃𝑑𝑄𝑒𝑁𝑛( 1

2
(𝑞𝑞+𝑄̃)−𝑚̃𝑚)

×
∫

𝑑w0𝛿(𝑁 − ∥w0∥2)
𝑁∏
𝑖=1

∫ ∏
𝑎

𝑑𝑤𝑎,𝑖𝑒
𝑞
2

∑
𝑎≠𝑏 𝑤𝑎,𝑖𝑤𝑏,𝑖+𝑚̃

∑
𝑎=1 𝑤𝑎,𝑖𝑤0,𝑖− 1

2

∑
𝑎=1 𝑄̃𝑤2

𝑎,𝑖

さらに, 𝑒 𝑎2

2 =
∫
𝐷𝑧𝑒𝑎𝑧 を用いると次のように整理できる.

𝑆(𝑞, 𝑚) ≍ 1

𝑁
log

∫
𝑑𝑞𝑑𝑚̃𝑑𝑄𝑒𝑁𝑛( 1

2
(𝑞𝑞+𝑄̃)−𝑚̃𝑚)+ 𝑁

2
𝑄̃0

×
∫

𝑑w0𝛿(𝑁 − ∥w0∥2)
∫

𝐷𝑧

(
𝑁∏
𝑖=1

∫
𝑑𝑤𝑖𝑒

− 1
2
(𝑄̃+𝑞)𝑤2

𝑖 +(
√
𝑞𝑧+𝑚̃𝑤0,𝑖)𝑤𝑖

)𝑛
さらに,計算を進めると

𝑆(𝑞, 𝑚) ≍ 1

𝑁
log

∫
𝑑𝑞𝑑𝑚̃𝑑𝑄𝑒

𝑁𝑛( 1
2
(𝑞𝑞+𝑄̃)−𝑚̃𝑚)+log ∫

𝑑w0 𝛿 (𝑁−∥w0 ∥2)
∫
𝐷𝑧

(∏𝑁
𝑖=1

∫
𝑑𝑤𝑖𝑒

− 1
2 (𝑄̃+𝑞)𝑤2

𝑖 +(
√
𝑞𝑧+𝑚̃𝑤0,𝑖 )𝑤𝑖

)𝑛
=

1

𝑁
log

∫
𝑑𝑞𝑑𝑚̃𝑑𝑄𝑒𝑁𝑛( 1

2
(𝑞𝑞+𝑄̃)−𝑚̃𝑚)+𝑛 ∫

𝑑w0 𝛿 (𝑁−∥w0 ∥2)
∫
𝐷𝑧 log

∏𝑁
𝑖=1

∫
𝑑𝑤𝑖𝑒

− 1
2 (𝑄̃+𝑞)𝑤2

𝑖 +(
√
𝑞𝑧+𝑚̃𝑤0,𝑖 )𝑤𝑖

=
1

𝑁
log

∫
𝑑𝑞𝑑𝑚̃𝑑𝑄𝑒

𝑁𝑛( 1
2
(𝑞𝑞+𝑄̃)−𝑚̃𝑚)+𝑛 ∫

𝑑w0 𝛿 (𝑁−∥w0 ∥2)
∫
𝐷𝑧 log

(
2𝜋
𝑄̃+𝑞

) 𝑁
2 ∏𝑁

𝑖=1 𝑒

√
𝑞𝑧2+2

√
𝑞𝑚̃𝑧𝑤0,𝑖+𝑚̃2𝑤2

0,𝑖
2(𝑄̃+𝑞)

=
1

𝑁
log

∫
𝑑𝑞𝑑𝑚̃𝑑𝑄𝑒

𝑁𝑛( 1
2
(𝑞𝑞+𝑄̃)−𝑚̃𝑚)+𝑛 ∫

𝑑w0 𝛿 (𝑁−∥w0 ∥2)
∫
𝐷𝑧 log

(
2𝜋
𝑄̃+𝑞

) 𝑁
2
𝑒

𝑁
√
𝑞𝑧2+2

√
𝑞𝑚̃𝑧

∑
𝑖 𝑤0,𝑖+𝑚̃2 ∥w0 ∥2

2(𝑄̃+𝑞)

=
1

𝑁
log

∫
𝑑𝑞𝑑𝑚̃𝑑𝑄𝑒

𝑁𝑛
(
1
2
(𝑞𝑞+𝑄̃)−𝑚̃𝑚+ 1

2
log

(
2𝜋
𝑄̃+𝑞

)
+

√
𝑞+𝑚̃2

2(𝑄̃+𝑞)

)

≍ extr𝑄̃,𝑞,𝑚̃

(
1

2
(𝑞𝑞 +𝑄) − 𝑚̃𝑚 + 1

2
log

(
2𝜋

𝑄 + 𝑞

)
+ 𝑞 + 𝑚̃2

2(𝑄 + 𝑞)

)

*3 熱力学極限で消えてしまう係数を書くのをサボっているだけで,こういう記号を使うのは良くない気がする. レプリカ解析の論文とかを
見るとここを普通に等号で結んでいる論文も多い...ただ,後でできるだけこの記法を使わないように直す.
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鞍点条件から次の関係式が得られる;

𝜕𝑞 : 𝑞 − 𝑞 + 𝑚̃2

(𝑄 + 𝑞)2
= 0

𝜕𝑄̃ : 1 − 1

𝑄 + 𝑞
− 𝑞 + 𝑚̃2

(𝑄 + 𝑞)2
= 0

𝜕𝑚̃ : 𝑚 − 𝑚̃

𝑄 + 𝑞
= 0

この関係式から次の等式が得られる.

1 − 𝑞 =
1

𝑄 + 𝑞
, 𝑚̃ =

𝑚

1 − 𝑞
, 𝑞 =

𝑞 − 𝑚2

(1 − 𝑞)2 , 𝑄 =
1 − 2𝑞 + 𝑚2

(1 − 𝑞)2 ,
𝑞 + 𝑚̃2

2(𝑄 + 𝑞)
=

𝑞

2(1 − 𝑞)

この結果から, 𝑄, 𝑞, 𝑚̃ を削除すると

𝑆(𝑞, 𝑚) = 1

2
log(1 − 𝑞) + 1 − 𝑚2

2(1 − 𝑞) +
1

2
log 2𝜋

となる.

2.2 Energy項の計算
次に,以下の Energy項を評価する.

T (Σ) = 1

𝑁
log

(∫
𝑑uN(u|0𝑛+1,Σ𝑛+1×𝑛+1)𝑒−𝛽Θ(𝑢0𝑢𝑎)

)𝑀
ここで,レプリカ対称性の仮定の元では,確率変数 u ∈ R𝑛+1 は以下のように表せることに注目する:

𝑢0 =

√
1 − 𝑚2

𝑞
𝑥0 +

𝑚
√
𝑞
𝑧, 𝑢𝑎 =

√
1 − 𝑞𝑥𝑎 +

√
𝑞𝑧, ∀𝑎 = 0, . . . , 𝑛, 𝑥𝑎 ∼ N(0, 1), 𝑧 ∼ N(0, 1).

実際,次のように確認することができる:

E𝑥0 ,𝑧 [𝑢0𝑢0] = 1, E𝑥0 ,𝑥𝑎 ,𝑧 [𝑢0𝑢𝑎] = 𝑚, E𝑥𝑎 ,𝑥𝑏 ,𝑧 [𝑢𝑎𝑢𝑏] = 𝑞.

この結果をを代入すると次のように計算できる.

T (Σ) ≍ 𝛼𝑛

∫
𝐷𝑧𝐷𝑥0 ln

∫
𝐷𝑥 exp

©­«−𝛽Θ
−©­«

√
1 − 𝑚2

𝑞
𝑥0 +

𝑚
√
𝑞
𝑧
ª®¬
(√

1 − 𝑞𝑥 +
√
𝑧
)ª®¬

= 𝛼𝑛

∫
𝐷𝑧

( ∫ − 𝑚√
𝑞−𝑚2

𝑧

−∞
𝐷𝑥0 ln

©­«
∫ ∞

−
√

𝑞
1−𝑞 𝑧

𝐷𝑥𝑒−𝛽 +
∫ −

√
𝑞

1−𝑞 𝑧

−∞
𝐷𝑥

ª®¬
+

∫ ∞

− 𝑚√
𝑞−𝑚2

𝑧
𝐷𝑥0 ln

©­«
∫ −

√
𝑞

1−𝑞 𝑧

−∞
𝐷𝑥𝑒−𝛽 +

∫ ∞

−
√

𝑞
1−𝑞 𝑧

𝐷𝑥
ª®¬
)

= 2𝛼𝑛

∫
𝐷𝑧𝐻

(
𝑚√

𝑞 − 𝑚2
𝑧

)
ln

[
𝐻

(√
𝑞

1 − 𝑞
𝑧

)
+ 𝑒−𝛽

(
1 − 𝐻

(√
𝑞

1 − 𝑞
𝑧

))]
= 2𝛼𝑛

∫
𝐷𝑧𝐻

(
𝑚√

𝑞 − 𝑚2
𝑧

)
ln𝐻

(√
𝑞

1 − 𝑞
𝑧

)
, 𝛽 → ∞
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2.3 鞍点方程式
これまで計算した entropy項と energy項を Eq. (6)に代入すると

1

𝑁
logED [𝑉𝑛 (D)] = 𝑛extr𝑞,𝑚

(
2𝛼

∫
𝐷𝑧𝐻

(
𝑚√

𝑞 − 𝑚2
𝑧

)
ln𝐻

(√
𝑞

1 − 𝑞
𝑧

)
+ 1

2
log(1 − 𝑞) + 1 − 𝑚2

2(1 − 𝑞) +
1

2
log 2𝜋

)
と表せる. さらに, Eq. (3)に代入すると次のように表せる:

1

𝑁
ED [log𝑉 (D)] = extr𝑞,𝑚

(
2𝛼

∫
𝐷𝑧𝐻

(
𝑚√

𝑞 − 𝑚2
𝑧

)
ln𝐻

(√
𝑞

1 − 𝑞
𝑧

)
+ 1

2
log(1 − 𝑞) + 1 − 𝑚2

2(1 − 𝑞) +
1

2
log 2𝜋

)
ここで,推定値 w の分布と teacherの重みの事後分布が等しいことから, 𝑞 = 𝑚 となる*4. この事実から,定数項を
除いて

1

𝑁
ED [log𝑉 (D)] ∝ extr𝑞

(
2𝛼

∫
𝐷𝑧𝐻

(√
𝑞

1 − 𝑞
𝑧

)
ln𝐻

(√
𝑞

1 − 𝑞
𝑧

)
+ 1

2
log(1 − 𝑞) + 𝑞

2

)
(12)

と簡略化できる. 以降,鞍点条件を計算していく. そのために次の量を導入しておく:

𝜉 ≡
√

𝑞

1 − 𝑞
𝑧,

𝑑𝜉

𝑑𝑞
=

𝑧

2(1 − 𝑞)2
√

𝑞
1−𝑞

この量を用いて, Eq. (12)の右辺を 𝑞 に関して微分して 0の条件は次のように表せる:

2𝛼
𝑑

𝑑𝑞

∫
𝐷𝑧𝐻 (𝜉) ln𝐻 (𝜉) = 𝑞

2(1 − 𝑞) (13)

左辺は次のように計算できる;

2𝛼
𝑑

𝑑𝑞

∫
𝐷𝑧𝐻 (𝜉) ln𝐻 (𝜉) = 2𝛼

∫
𝐷𝑧𝐻 ′(𝜉) 𝑑𝜉

𝑑𝑞
ln𝐻 (𝜉) +

∫
𝐷𝑧𝐻 (𝜉) 1

𝐻 (𝜉)
𝑑𝜉

𝑑𝑞

= −2𝛼
∫

𝐷𝑧
1

√
2𝜋

𝑒−
𝑞

1−𝑞 𝑧2
©­­«

𝑧

2(1 − 𝑞)2
√

𝑞
1−𝑞

ª®®¬ ln𝐻
(√

𝑞

1 − 𝑞
𝑧

)

= − 2𝛼
√
2𝜋

∫
𝑑𝑧

1
√
2𝜋

𝑒
−
(

1
1−𝑞

)
𝑧2©­­«

𝑧

2(1 − 𝑞)2
√

𝑞
1−𝑞

ª®®¬ ln𝐻
(√

𝑞

1 − 𝑞
𝑧

)
= − 2𝛼

√
2𝜋

√
1 − 𝑞

2(1 − 𝑞)√𝑞

∫
𝐷𝑡𝑡 ln𝐻

(√
𝑞𝑡

)
,

𝑧
√
1 − 𝑞

= 𝑡

=
𝛼

𝜋

√
1 − 𝑞

2(1 − 𝑞)

∫
𝐷𝑡

𝑒−
1
2
𝑞𝑡2

𝐻
(√

𝑞𝑡
) .

まとめると鞍点条件は次のように表せる:

𝑞 =
𝛼

𝜋

√
1 − 𝑞

∫
𝐷𝑡

𝑒−
1
2
𝑞𝑡2

𝐻
(√

𝑞𝑡
) =

𝛼

𝜋

√
1 − 𝑞

𝑞

∫
𝐷𝛾

𝑒−
1
2𝑞 𝛾2

𝐻 (𝛾) , 𝛾 =
√
𝑞𝑡 (14)

この方程式をとき,次の汎化誤差
𝜖𝑔 =

1

𝜋
cos−1 (𝑞)

を評価した結果を Fig. 1に示す.

*4 この結果は,鞍点方程式を解くと形式的に求まる. 今回は,楽をするために最初にこの結果を代入して, 𝑞 に関する鞍点条件を計算する.
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図 1汎化誤差 𝜖𝑔 の 𝛼依存性.

2.4 漸近挙動
学習データ数が大きいときの極限を考えるために, 𝑞 = 1 − 𝜖 とおき, Eq. (14)を展開する.

1 − 𝜖 =
𝛼

𝜋

(√
𝜖 + O(𝜖 3

2 )
) ∫

𝐷𝛾
1

𝐻 (𝛾)

(
𝑒−

1
2
𝛾2 − 1

2
𝑒−

1
2
𝛾2

𝛾2𝜖 + O(𝜖2)
)

√
𝜖 までの展開に着目すると次の関係式が得られる:

𝜖 ∼ 𝜋2

𝛼2𝑐2
, 𝑐 =

∫
𝐷𝛾

𝑒−
1
2
𝛾2

𝐻 (𝛾)

ゆえに,汎化誤差の漸近的な振る舞いは次のように計算できる;

𝜖𝑔 ∼ 1

𝜋

√
2𝜖 ∼

√
2

𝛼𝑐
=
0.625

𝛼

この結果から,学習データ数が十分大きいとき,汎化誤差は,学習データ数の逆数に比例して減少することが明らか
となった.
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